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RESUMEN

El dimensionamiento y seguridad hidrolégica de todas las
obras hidrdulicas de aprovechamiento o control depende
de las crecientes de disefio. La estimacién confiable de esas
magnitudes hidrolégicas estd asociada con la disponibilidad
de datos de gastos méximos anuales y su representacién, lo
mads exacta posible, en una funcién de distribucién de pro-
babilidades (FDP). El método de los momentos L, que son
combinaciones lineales de los estadisticos de orden, es uno
de los procedimientos de ajuste mds exactos que permite la
estimacion de los pardmetros de una FDP. Versiones robustas
se han propuesto de los momentos L, al dar peso nulo a los
valores extremos de la muestra; es el caso de los momentos L
depurados (1,1) que no toman en cuenta el dato menor ni el
mayor. En este estudio, se exponen ambos métodos de ajus-
te para las FDP general de valores extremos (GVE), logistica
generalizada (LOG) y Pareto generalizada (PAG), que son
modelos probabilisticos con aceptacién mundial en el and-
lisis de frecuencia de datos hidrolégicos extremos. Mediante
el error estindar de ajuste (EEA) se realizé el contraste de la
aplicacién de las FDP citadas, a los 21 registros de crecientes
anuales disponibles en la Regién Hidrolégica No. 10 (Sina-
loa, México). Los resultados indicaron que las FDP condu-
jeron a los EEA menores en tres, siete y once de los registros
procesados. El método de ajuste por momentos L depurados
(1,1) logré un EEA menor en diez de los registros procesados.
Por lo tanto, se recomienda su aplicacién sistemdtica en los

andlisis de frecuencia de datos hidrolégicos extremos.

Palabras clave: momentos L, momentos L depurados (1,1), dis-
tribuciones GVE, LOG y PAG, error estdndar de ajuste, gréficos

de diagndstico.
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ABSTRACT

The hydrological dimensioning and security of all water use
or control works depend on the flood design. The reliable
estimation of those hydrologic magnitudes is related to the
availability of the most accurate possible maximum annual
discharge data and their representation, in a probability
distribution function (PDF). The method of L moments,
which are linear combinations of the order statistics, is one of
the most accurate fitting procedures that allow to estimate the
parameters of an PDF. Robust versions have been proposed
for L moments, since they give no weight to the extreme
values of the sample; such is the case of the trimmed L
moments (1,1), which do not take into account the lowest nor
the highest data. This study presents both fitting methods for
the PDFs general extreme value (GEV), generalized logistic
(GLO) and generalized Pareto (GPA), which are probability
models with worldwide acceptance in the frequency analysis
of hydrological extreme data. Using the standard error of fit
(SEF) the contrast was performed for the application of the
mentioned PDFs, to 21 records of annual floods available
in the Hydrological Region No. 10 (Sinaloa, Mexico). The
results indicated that the PDFs led to the lowest SEFs in
three, seven, and eleven of the records processed. The method
of adjustment by trimmed L moments (1,1) achieved a lower
SEF in ten of the records processe. Therefore, its systematic
use is recommended in the frequency analyses of extreme

hydrological data.

Key words: L moments, trimmed L moments (1,1), GEV, GLO,
and GPA distributions, Fitting Standard Error, diagnosis graphs.

INTRODUCTION

he infrastructure for water use and control,
reservoirs,  protection  dikes,
embankments and rectifications, bridges,

such as
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INTRODUCCION

a infraestructura hidrdulica de aprovecha-

miento o control, como embalses, diques de

proteccién, encauzamientos y rectificaciones,
puentes y drenaje pluvial, requieren en sus etapas de
planeacidn, diseno, operacién y revision de la estima-
cién lo mds exacta posible de las crecientes de disefio.
Con base en esas estimaciones hidroldgicas todas las
obras hidrdulicas se dimensionan y su seguridad de-
pende de ellas. Las crecientes de diseio son predic-
ciones que se asocian a probabilidades de excedencia
reducidas. El método mds confiable para obtenerlas
consiste en representar los datos disponibles de gastos
méximos anuales o serie anual de mdximos por una
funcién de distribucién de probabilidades (FDP)
y, a partir de ella, realizar las predicciones buscadas
(Deka y Borah, 2011; Ahmad ez al., 2013). Este pro-
cedimiento se conoce como andlisis de frecuencias
de crecientes (AFC) y consta de las siguientes cinco
etapas (Campos-Aranda, 2014): 1) recopilacién de la
informacién y verificacién de su calidad estadistica,
2) seleccién de una FDP, 3) eleccién de un método
de estimacién de sus pardmetros de ajuste, 4) cuan-
tificacién objetiva del ajuste logrado con cada FDP
y técnica de estimacién, y 5) seleccién de resultados.

El AFC permite realizar predicciones cuyos inter-
valos promedio de recurrencia en anos generalmente
exceden varias veces la amplitud del registro dispo-
nible; por ello, son extrapolaciones que involucran
errores. Para minimizar estos errores se sugieren dos
enfoques diferentes. El primero fue utilizar FDP cada
vez mds flexibles y por ello se pasé de los modelos de
dos pardmetros de ajuste a los de tres, y se lleg6 al
uso de la funcién Kappa de cuatro y la Wakeby o las
funciones mixtas con cinco pardmetros de ajuste. El
segundo enfoque busca el uso mejorado de los da-
tos disponibles, dando mds importancia a sus valores
grandes. Estadisticamente se trabaja con dos tipos
nuevos de series de datos, conocidos como series de
duracién parcial y muestras censuradas o truncadas
(Moisello, 2007).

La aplicacién inicial de las series de duracién par-
cial comenzé a mediados del siglo pasado y corres-
ponde al uso de todos los datos superiores a un valor
umbral; en cambio el uso de las series censuradas
comenzé en la década de 1980. Desde la década de
1990 la técnica de ajuste de una FDP, mediante los
momentos L, que son combinaciones lineales de los
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and rainwater drainage, require in their stages of
planning, design, operation and revision of the most
accurate possible estimations of the flood designs.
Based on these hydrological estimations, all these
hydraulic works are dimensioned, and their security
depends on them. The flood designs are predictions
that relate to a reduced probability of exceedance. The
most reliable method to obtain them is to represent
the available data of maximum annual discharge
or annual series of maximums with a probability
function distribution (PDF), and from this, carry
out the desired predictions (Deka and Borah, 2011;
Ahmad ez al., 2013). This procedure is known as
the flood frequency analysis (FFA) and it consists of
the following five stages (Campos—Aranda, 2014):
1) compilation of information and verifying its
statistical quality, 2) selecting an PDEF, 3) choosing
a method for estimating its fitting parameters, 4)
objective quantification of the fitting achieved with
each PDF and estimation technique, and 5) selecting
results.

The FFA helps carry out predictions whose
yearly recurrence average intervals generally exceed
severalfold the amplitude of the record available, and
they are therefore extrapolations that involve errors.
In order to minimize these errors, two different
approaches are suggested. The first one consists of
using increasingly flexible PDFs, which is why the
two fitting parameter models were changed for those
with three parameters, and even the four parameter
Kappa and Wakeby or mixed functions with five
fitting parameters were used. The second approach
seeks the improved use of the available data, giving
more importance to its higher values. Statistically,
there is work with two new types of data series,
known as partial duration series, and censored or
truncated samples (Moisello, 2007).

The initial application of the partial duration
series began in mid-20th century, and corresponds
to the use of all the data higher than a threshold
value, whereas the use of the censored series began
in the 1980s. Since the 1990s, the technique for
fitting a PDF using L moments, which are linear
combinations of the order statistics of the data, has
become a standard procedure due to its ease and to
the consistency of its results. Besides, the trimmed L
moments (1,1) were proposed, which give no value
to the lowest and highest values in the series, which
is why they are more robust, since they are more
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estadisticos de orden de los datos, se ha convertido
en un procedimiento estindar debido a su sencillez
y consistencia de resultados. Ademds se propusieron
los momentos L depurados (1,1), los cuales dan peso
nulo al valor menor y al mayor de la serie; por ello
son mas robustos, al ser menos sensibles a los valores
dispersos o extremos (Shabri ez 2/. 2011; Ahmad ez al.
2013).

El objetivo de este estudio fue exponer la teoria
de los momentos L, como base para la descripcién
detallada de los momentos L depurados (1,1). Las
ecuaciones que estiman los tres pardmetros de ajuste
se citaron, con los métodos de momentos L y de mo-
mentos L depurados (1,1), en las tres FDP: la general
de valores extremos (GVE), la logistica generalizada
(LOG) y la Pareto generalizada (PAG). En seguida se
ajustaron, con ambos métodos, estas tres FDP a los
21 registros de crecientes anuales disponibles en la
Regién Hidrolégica No. 10 (Sinaloa; México) y con
base en el error estindar de ajuste se analizaron los
resultados y se formularon las conclusiones.

MATERIALES Y METODOS
Momentos L poblacionales

Los momentos estadisticos se utilizan para caracterizar una
serie de datos observados o una FDP. Los momentos L y los L
depurados se han establecido como procedimientos alternativos
de los momentos convencionales, ya que tienen menor varianza
de muestreo y son mds robustos cuando hay valores dispersos.
Como los momentos convencionales, los de orden de uno a
cuatro caracterizan a la localizacién, escala, asimetria y curtosis
(Hosking, 1990; Elamir y Seheult, 2003).

De acuerdo con Karvanen (2006), el concepto de los momentos
L se origind al final de la década de 1960, con variados resultados
aislados sobre combinaciones lineales de los estadisticos de orden, los
que culminaron con el trabajo de Greenwood ez al. (1979). Hosking
(1990) unificé la teorfa de los momentos L y proporcioné guias para
su uso prdctico, que se han extendido a las dreas de la hidrologfa,
meteorologfa y otras disciplinas de la ingenieria.

Los momentos L estdn relacionados con los valores esperados
de los estadisticos de orden. Sea X una variable aleatoria y sea X,
su estadistico de orden, otra variable aleatoria distribuida como
su j—ésimo elemento mds pequeno de una muestra aleatoria de
tamafio 7, tomada de la FDP de X. Ademds, sea Q(«) la llamada
funcién de cuantiles, es decir la solucién inversa de la ecuacién
de la FDD, es entonces una funcién que aumenta en el intervalo
de # € [0,1]. Los primeros cuatro momentos L poblacionales
son (Hosking, 1990; Hosking y Wallis, 1997; Karvanen, 2006):

sensitive to scattered or extreme values (Shabri er 4/.
2011; Ahmad ez al 2013).

The aim of this study was to expose the theory
of the L moments as a base to describe in detail
the trimmed L moments (1,1). The equations
that estimate the three fitting parameters were
mentioned, with the methods of L moments and
trimmed L moments (1,1), in the three PDFs: the
general extreme value (GEV), generalized logistics
(GLO), and generalized Pareto (GPA). Next, these
three PDFs were fitted, using both methods, to the
21 available records of annual floods in Hydrological
Region No. 10 (Sinaloa; Mexico), and based on the
fitting standard error, the results were analyzed and
the conclusions were drawn.

MATERIALS AND METHODS
Population L Moments

Statistical moments are used to characterize a series of
observed data or a PDE The L moments and trimmed L. moments
were established as alternative procedures to conventional
moments, since they have lower sampling variance and are
more robust when there are disperse values. Like conventional
moments, those of order one to four characterize the location,
scale, asymmetry, and kurtosis (Hosking, 1990; Elamir and
Seheult, 2003).

According to Karvanen (2006), the concept of L moments
was created at the end of the 1960’s, with various isolated results
on linear combinations of the order statistics, which culminated
with the work by Greenwood ez al. (1979). Hosking (1990)
unified the theory of L moments and provided guides for their
practical use, which have extended to the areas of hydrology,
meteorology, and other disciplines of engineering.

L moments are related to the expected values of the order
statistics. Let X a random variable and XM its order statistic,
another random variable distributed as its j—th smallest element
from a random sample with size 7, extracted from the PDF of
X. Also, let Q(u) the so-called quantile function, i.e., the reverse
solution of the PDF equation, is then a function that is increased
in the interval of #€[0,1]. The first four population L moments
are (Hosking, 1990; Hosking y Wallis, 1997; Karvanen, 2000):

1
A = E(X;y) = [Qu)du )
0

| 1
Ay = EE(X2:2 = X12) = [ Q(u)(2u = 1)du @
0
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1
Ay = E(Xpy) = [ Qw)du (1)
0
1 1
b=5ﬂ&a—&ﬁ=kMMM—nw )
0

1
Ay = %E(Xm = 2Xp5+ Xi:3) = [Q)(6u® = 6u+Ddu  (3)
0

1
Ay = ZE(X4:4 = 3X34 +3Xp4 = Xj4) =

1
[ O@)Q20u® —30u® +12u—1)du (4)
0

su expresién general es:

1= 1 k(r—1
r _7](20(_ 1) k E(X,—kr) para cada momento =1, 2, 3,...
5)

donde el segundo paréntesis es un cociente de factoriales que
define el nimero de combinaciones posibles de los 7 términos

tomando ¢ en cada arreglo; su expresién general es (Asquith,

2011):

[m): m!
q) q(m—gq)!

Por convencién 0!=1 y la funcién factorial Gamma es

para g <m ©)

I'(m+1)=m! Los valores esperados de los estadisticos de orden de

la ecuacién 5 se estiman con la expresién siguiente (Hosking y

Wallis, 1997; Kottegoda y Rosso, 2008; Asquith, 2011):

n!

1
E(X.p) = —'r)'IQ(M) N (=) du @)
‘0

(r=1)n-

La ecuacién anterior establece la relacién entre los momentos
de probabilidad ponderada de Greenwood ¢ a/. (1979) y los mo-
mentos L. Los cocientes de momentos L de asimetrfa para 7=3y

curtosis para r=4 son:

A

.
T, =1
Ay

parar=3y4 ®)
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1
Ay = %E(X% —2X,5+X13) = [Q@)(6u* — 6u+1)du  (3)
0

1
Ay = ZE(X4:4 —3X34 43Xy = Xi4) =

1
[O)20u® —30u? +12u—1)du )
0

its general expression is:

1 r—1 X r—1
) k E(X,_f.r) for each moment =1, 2, 3, ...

)

~
K
Il
|
i
T
—_

where the second parenthesis is a quotient of factorials that
defines the number of possible combinations of the 7 terms,

taking ¢ in each arrangement; its general expression is (Asquith,
2011):

m m!
[qj=m paraqu (6)

By conventions 0! = 1 and the Gamma factorial function is
I'(m+1)=m! The values expected of the order statistics of equation
5 are estimated using the following expression (Hosking and
Wallis, 1997; Kottegoda and Rosso, 2008; Asquith, 2011):

1
o - w e ()

E(X,.,) R

The above equation establishes the relation between the
probability weighted moments by Greenwood ez al. (1979) and
the L moments. The quotients of L moments of asymmetry for

r=3 and kurtosis for =4 are:

4,
e

r=12 forr=3y4 (8)

Trimmed population L moments (1,1)

These moments, designated as “TL” for “Trimmed,” which
means depurated, cut, or truncated, give no weight to extreme
observations and are therefore robust generalizations of the L
moments. Its population expressions are (Elamir and Seheult,

2003; Hosking, 2007):
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Momentos L depurados (1,1) poblacionales

Estos momentos, designados como “TL” de “Trimmed” que
significa depurado, cortado o truncado, asignan peso nulo a las
observaciones extremas y por ello son generalizaciones robustas
de los momentos L. Sus expresiones poblacionales son (Elamir y

Seheult, 2003; Hosking, 2007):
1

AV = E(X,.5) = 6] Qu(l — w)du 9)
0

1 1
4D = S E(X54 = X2,4) =6 JOwu( —w)@u—1du  (10)
0

1
A5 = EE(X4:5 —2X35+Xp5) =
20 L
5 [Qu(t — u)(5u* = 5u+1)du (11)
0
1
G0 = ZE(X5:6 —3X46 +3X36 — Xp6) =

1
%jg(u)u(l —u)(14u® = 21u® +9u—)du (12)
0

su expresién general es:

1g r—1
l(}:w) = 7 E (_1)](( k )E(Xr+s—k:r+s+t) parar= 1,2,3, ..
k=0 (13)

Los cocientes de momentos L depurados (1,1) se calculan

con la ecuacién 8.
Momentos L depurados (1,1) de la muestra

En una muestra o serie de datos de tamafio 7 ordenada en

forma progresiva de maneraque X, <X, <..=<X laestima-
n 2:n nn

cién no sesgada de A", debido a que s=z, serd (Elamir y Seheult,

2003; Hosking, 2007):

r—1 . .
11k r—1 i—1 n—i
1(0—1"5‘: go( 1)( k )(r+t—1—k)(t+kj

iin
=41 n
r+2t

(14)

1
A = E(Xo5) = 6] Qu(l = ) ©
0

1 1
D= EE(XH = X5.4) = 6] Q@u( —w)2u—"1)du  (10)
0
1
50 = EE(X4:5 —2X35+ Xp5) =
1
? J0@u = w)(5u* = 5u+1)du (11)
0
1
Gh = ZE(X5:6 —=3X46 +3X36 — X2i6) =

1
% J 0@ = w)(14u® = 21u* +9u—)du (12)
0

its general expression is:

10 = LS Cof(7 ek )
ro rs & r+s—k:r+s+t) for r= 1,2,3, ...
- (13)

The quotient of trimmed L moments (1,1) is calculated

using equation 8.
Trimmed L moments (1,1) of the sample

In a sample or series of data sized 7, ordered progressively
in such a way that X, <X, < ..
biased for A", because s=¢, it will be (Elamir and Seheult, 2003;
Hosking, 2007):

=X , the estimation is not

r=1 . .
11k r—1 i—1 n—i
l(t)_lrg ;Zo( 1)( k j(r+t—1—kj(r+k)

in
T i=41 n
r+2t

(14)

where /@ is a symmetrically pondered linear combination of
a trimmed or truncated sample sized (7—27) of values ordered
X.,.» X _, . The quotients of trimmed L moments (1,1) of

the sample shall be: 2" and 7", evaluated with equation 8.
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donde /® es una combinacién lineal simétricamente ponderada
de una muestra depurada o truncada de tamafio (7-27) de va-

., X . Los cocientes de momentos L

n—tn

lores ordenados X

depurados (1,1) de la muestra serdn: 1‘3“'” y 2", evaluados con

la ecuacién 8.

Ajuste con momentos L

de las distribuciones GVE, LOG y PAG

Hosking y Wallis (1997) destacan en su Tabla 5.1, que estas
tres FDP, cuando su pardmetro de forma es negativo (#<0), tie-
nen sus colas derechas mds gruesas o densas que todas las otras
FDP comtnmente utilizadas en los AFC. Debido a ello han ga-
nado aceptacién en los andlisis de frecuencias de datos hidrolégi-
cos extremos (El Adlouni ez 2/ 2008). Esas FDP, cuando £=0, de-
finen las funciones de dos pardmetros de ajuste conocidas como
Gumbel, logistica y exponencial. Estas FDP también coinciden
en tener un limite superior cuando 4>0.

A continuacién se citan para las distribuciones GVE, LOG
y PAG su férmula F(x), solucién inversa x(F), con la cual se esti-
man las predicciones que se asocian a una cierta probabilidad de
no excedencia (F) y las ecuaciones que permiten estimar sus tres
pardmetros de ajuste (k, a, #) correspondientes a la forma, escala
y ubicacién, con el método de momentos L.

Distribucién GVE (Stedinger ez al., 1993): intervalo de x:

u+alk<x<® si b<Q; —0<x<® si k=0; —c0<x<u+alk si k>0.
Fx)=e (15)

donde y es la variable reducida:

y=—lln{1—k(x_uﬂ ; k%0 (16)
k a

y=(x;u) > k=0 (17)
x(F)=u+%[l—(—lnF)k} : k%0 (18)
x(F)=u—a-In(~InF) ; k=0 (19)
k=7.8590"c+2.9554-c* (20)
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Fittings with the L moments
of the distributions GEV, GLO, and GPA

Hosking and Wallis (1997) point out in their Table 5.1 that
these three PDFs, when their shape parameters are negative
(k<0), have ticker or more dense right tails than all other PDFs
commonly used in the FFA. Due to this, they have gained
acceptance in the frequency analysis of hydrological extreme data
(El Adlouni ez al. 2008). Such PDFs, when £=0, define functions
with two fitting parameters known as Gumbel, logistic, and
exponential. These PDFs also coincide in having a top limit
when £>0.

Below are the formula F(x), and quantile function x(F) used
for distributions GEV, GLO, and GPA, to estimate the predictions
that relate to a certain probability of non-exceedance (F) and the
equations that help estimate its three fitting parameters (, 4, %)
for form, scale, and location, using the method of L moments.

GEYV distribution (Stedinger ez al., 1993): interval of x: u+a/

k<x<o0 si k<Q; —0<x<0 si b=0; —0<x<u+alk si k>0.

Fx)=e (15)

where y is the reduced variable:

y=—lln{1—k(x_uﬂ ; k#0 (16)
k a
y=(x_”j . k=0 (17)
a
a k
x(F)=u+z[1—(—lnF)] ;o k#0 (18)
x(F)=u—a'In(—=InF) ; k=0 (19)
k=78590-c+2.9554-c> (20)
where:
c= —0.63093 (21)
+13
lz‘k

‘" Td+k)-A-275 @2)
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donde:
c= —0.63093 (21)
3+1
Lk
a=——2—— (22)
T'd+k)-A-27%)
a
u=1I - ;{1 -Tra+ k)} (23)

Para la evaluacién de la funcién Gamma se utilizé la férmula

de Stirling (Davis, 1965):

P 1 1
Te)=et &7V J2m |1+ + -
12:¢  288-¢2

139 511 )
51840-¢¢  2488320-¢*

(24)

Distribucién LOG (Rao y Hamed, 2000): intervalo de x,
idéntico al de la GVE.

F(x)= (25)
14+e™”
donde y igual a las ecuaciones 16y 17.
k
a 1-rF)

A=u+Ll-|—2| L . k=0 26
x(F)=u p [ F :| (26)
x(F)=u—a-In[(1-F)/F] ; k=0 (27)
k= _t3 (28)

- b 29)

I'd+k)-T'(d—k)
-a
u:h+—2k (30)

Distribucién PAG (Hosking y Wallis, 1997): intervalo de x:

u<x<o si b<0; u<x<uwu + alksi k>0.

u=h—%P—ra+m} (23)

To evaluate the Gamma function, the Stirling formula
(Davis, 1965) was used:

12:¢  288-¢2
139 571 j
51840-¢¢  2488320-¢*

e e 1 1
D(e)=e ¢ ¢° “2~J2n-(1+ + -

(24)

GLO distribution (Rao and Hamed, 2000): interval of x,
identical to that of GVE.

F(x)= (25)
I+e™”
where y equals equations 16 and 17.
k
1-F
xUU=u+£l—{( 1 ; k=0 (26)
k F
x(F)=u—a-In[l-F)/F] ; k=0 (27)
k= _t3 (28)
g=— 2 29)
Ir'd+k)-IT'd—k)
=i +274 (30)
Yk

GPA distribution (Hosking and Wallis, 1997): interval of x:

u<x<o si k<0; u<x<u + alksi k>0.

F(x)=1—¢" (31)

where y equals equations 16 and 17.

Am=u+%1—a—Ff k%0 (32)
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F(x)=1—¢7" (31)
donde y igual a las ecuaciones 16y 17.

x(F)=u+%]—(l—F)k . k#0 (32)

x(F)=u—a-In(l—-F) ; k=0

33)

_ 1— 3[3 (34)
1414

a=L(+k)-Q2+k) (35)

u=L—-5LQ2+k) (36)

Con los momentos y cocientes L expuestos por Campos-
Aranda (2014) se estimaron los tres pardmetros de ajuste de las
distribuciones GVE, LOG y PAG con las ecuaciones 20 a 24, 28
a 30 y 34 a 36, respectivamente.

Ajuste con momentos L depurados (1,1) de las

distribuciones GVE, LOG y PAG

Para la distribucién GVE, Deka y Borah (2011) desarrolla-
ron una ecuacién de 7{"" en funcién del pardmetro de forma (£),

cuya expresiéon empirica inversa es:

2
k=0.29616—2.92896- 74" +1.42917 - ({"V)

—0.91133-(#3"‘))3 (37)

La cual es vilida cuando —0.70 < k < 0.50 y tiene un coefi-
ciente de determinacién cercano a uno y error estdndar de la esti-
macién de 0.00261. Las ecuaciones 38 a 45 proceden de Deka y
Borah (2011), Shabri et al. (2011) y Ahmad ez al. (2013).

(L1)
g L1/ T(k)] (38)

Joro,
2(4k) 3k 2k+1
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x(F)=u—a-In1—=F) ; k=0 (33)
_1-34 (34)
1+1
a=L+k)-Q+k) ()
u=hL—5L2+k) (36)

Using the L moments and quotients displayed by Campos—
Aranda (2014), the three fitting parameters of distributions
GEV, GLO, and GPA were estimated using equations 20 to 24,
28 to 30, and 34 to 36, respectively.

Fitting with trimmed L moments (1,1)
of the distributions GEV, GLO, and GPA

For the GEV distribution, Deka and Borah (2011) developed
an equation of 7{"" based on the parameter of shape (k), whose

reverse empirical expression is:

2
k=0.29616—2.92896- 75" +1.42917-(z§"")

—0.91133-(7(3"”)3 (37)

which is valid when —0.70 < # < 0.50 and has a determination
coefficient close to one and a standard error of estimation
of 0.00261. Equations 38 to 45 come from Deka and Borah
(2011), Shabri et 2/. (2011), and Ahmad ez a/. (2013).

(L1)
a= L1/ (k)] (38)

6[ ! _1+1}
2(4k) kT gkt

_an_al, _ 3_2
u=1 k{l F(k+l)(2k 3")} (39)
For the GLO distribution, we have:

o
5

k= (40)
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a 32
n= ](1,1) _ ;[1 —T(k+ 1)[2_k_ 3—k]:| (39)

Para la distribucién LOG se tienen:

(LD
k=—25 (40)
5
L1
a=—21§ )'sen(n'k) 41)
7 k(k2 - l)
2
u=l(“)+—n‘a'(l_k ) _a 42)
! sen(7 - k) k
y para la distribucién PAG:
10— 454"
ke=——2 (43)
10+ 9"
B (k+2)(k+3)(k+4)
a= (44)
6
u= " __ak=5) (45)
(k+2)(k+3)

Diagrama de cocientes de momentos L depurados (1,1)

Hosking y Wallis (1997) expusieron la relacién gréfica y nu-
mérica (ecuacién 46) que tiene el cociente de momentos L de
asimetrfa (z,) con el de curtosis (7,) en cinco FDP, lo cual cons-
tituye el diagrama de cocientes de momentos L. Esta grafica se
puede utilizar para seleccionar la mejor FDP, de acuerdo con los
valores de los cocientes de momentos L de asimetria y curtosis
(¢, z,) de la muestra local o a su estimacion regional ponderada.
Para obtener el diagrama de cocientes de momentos L depurados

' para cada

(1,1), se debe encontrar la relacién entre ‘L’;l'” y T,
FDP. Shabri ez al. (2011) y Deka y Borah (2011) obtuvieron esas
relaciones tedricas y las representaron con polinomios de cuarto
grado para las distribuciones GVE y PAG, y de segundo para la
LOG; los coeficientes de la ecuacién 46 de cada polinomio estdn

en el Cuadro 1.

_ 21&1’1) - sen(7 - k)

q=—2 "7 2 (41)
7 k(k* 1)
n'a~(1 - kz)
=D 4 _4
. sen(7m - k) k “2)

and for GPA distribution:

1,1
(o 10— 457D

= (43)
10+97"D
(L
Lob (k+2)(k+3)(k+4) (44)
6
u= g - _k=3) (45)
b k+2)k+3)

Diagram of quotients for trimmed L moments (1,1)

Hosking and Wallis (1997) displayed the graphic and
numeric relation (equation 46) between the quotient of
asymmetry L moments (7)) and that for kurtosis (z,) in five
PDFs, which constitutes the diagram for L moment quotients.
This graph can be used to select the best PDE according to the
values of the quotients for asymmetry and kurtosis L moments
(z, and #,) of the local sample, or to its regional pondered
estimation. To obtain the diagram of quotients of trimmed L
moments (1,1), a relation must be found between ‘53“'1) and 7!
for each PDE Shabri ez 2/ (2011) and Deka and Borah (2011)
obtained such theoretical relations and represented them with
fourth-degree polynomials for the distributions GVE and GPA,
and second-degree polynomials for the GLO; the coefficients of

equation 46 of each polynomial are in Table 1.
L _ % L1y
¢V =Y a,- (") (46)
p=0

Based on equation 46 and its coefficients (Table 1), a diagram
was created for trimmed L moments (1,1) for the distributions

GEV, GLO, and GPA (Figure 1).
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an _ & L1\’
¢V = a,-(¥") (46)
p=0

Con base en la ecuacién 46 y sus coeficientes (Cuadro 1) se
construyé el diagrama de cocientes de momentos L depurados

(1,1), para las distribuciones GVE, LOG y PAG (Figura 1).
Error estdndar de ajuste

A mediados de la década de 1970 se establecid al error estdn-
dar de ajuste (EEA) como un indicador estadistico cuantitativo,
ya que evalda la desviacién esténdar de las diferencias entre los
valores observados y los estimados con la FDP que se prueba. Su

expresion es la siguiente (Kite, 1977):

47)

donde 7 y np son el niimero de datos de la muestra y de pari-
metros de ajuste, en este caso tres; x, son los datos ordenados de
menor a mayor y %; son los valores estimados con la solucién
inversa x(F) para una probabilidad de no excedencia estimada
con la férmula de Weibull (Benson, 1962):

P(X<x)= % 48)

En la cual 7 es el nimero de orden del dato, con 1 para el

menor y 7 para el mayor.
Indicadores cualitativos del ajuste

Los diagramas de diagnédstico de probabilidades y el de can-
tidades se han popularizado (Coles, 2001; Wilks, 2011); el pri-
mero emplea en el ¢je de las abscisas la probabilidad empirica
estimada con la ecuacién 48 y en las ordenadas la probabilidad
que define la FDP ajustada para cada dato disponible, ordenados
en forma progresiva de magnitud (x, <x,<...<x ), la que se esti-
ma con las ecuaciones 15, 25 y 31 para las distribuciones GVE,
LOG y PAG. En el gréfico de cantidades se indica en las abscisas
el valor del dato observado x,<x,<...<x y en las ordenadas el
valor estimado con la solucién inversa de la FDP, con las ecua-
ciones 18, 26 y 32 para las funciones GVE, LOG y PAG, y la
probabilidad empirica estimada con la ecuacién 48. En resumen

las coordenadas x y y de cada diagrama son (Coles, 2001):
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Cuadro 1. Coeficientes de los polinomios de aproximacién
de 7V en funcién de 7{"" en las distribuciones
GVE, LOG y PAG segtin Shabri et al. (2011).
Table 1. Coefficients of the polynomials of approximation of
7% based on ‘L';l’l) in the distributions GEV, GLO,
and GPA according to Shabri ez al. (2011).

Coeficiente GVE LOG PAG
a, 0.0576 0.0833 -
a, 0.0943 - 0.1610
a, 0.9183 0.9450 0.9904
a, ~0.0745 - ~0.1295
a 0.0373 — 0.0184

N

Standard Error of Fit

In the mid-1960%, the standard error of fit (SEF) was
established as a quantitative statistical indicator, since it evaluates
the standard deviation of the differences between the values
observed and estimates with the PDF tested. Its expression is as

follows (Kite, 1977):

47)

where 7 and 7p are the number of data in the samples and fitting
parameter, in this case, 3; x, are the data arranged from lowest
to greatest, and X are the values estimated with the reverse
solution x(F) for a probability of non-exceedance estimated using
Weibull’s formula (Benson, 1962):

P(X<x)= (48)

n+1

In which m is the number of the order of data, with 1 for

lowest, and 7 for the greatest.
Qualitative indicators of the fitting

The diagnostic diagrams for probability and for quantities
have become popular (Coles, 2001; Wilks, 2011); the first uses
in the horizontal axis the empirical probability estimated using
equation 48, and in the vertical axis, the probability that defines
the PDF adjusted for all data available, ordered by magnitude

(x,=x,<..<x), which is estimated with equations 15, 25,
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Figura 1. Diagrama de cocientes de momentos L depurados (1,1)

de las distribuciones GVE, LOG y PAG segiin Shabri ez al.

(2013), y localizacién de 21 registros de crecientes de la Regién Hidrolégica No. 10, Sinaloa, México.
Figure 1. Diagram of quotients of trimmed L moments (1,1) of the GEV, GLO, and GPA distributions according to Shabri ez al.
(2013), and localization of flood records of the Hydrological Region No. 10, Sinaloa, México.

Probabilidades {[;,F(xi)]:i = 1,2,...,n} (49)
n+1

Cantidades {x[,x(;}i = 1,2,...,n} (50)
n+1

Registros procesados de crecientes anuales

Entre los registros de gastos mdximos anuales (m*s™) de las
estaciones hidrométricas de la Regién Hidrolégica No. 10 (Sina-
loa; México) existen 21 que no tienen régimen de escurrimiento
afectado por embalses, cambios fisicos drdsticos o ambos en sus
cuencas y muestran mds de veinte afios de datos en el sistema
BANDAS (IMTA, 2002). Los registros de las estaciones de afo-
ros Huites y Guamuchil llegan hasta el afio en que la construc-
cién del embalse respectivo afecté su escurrimiento. Los datos
de la estacién San Francisco proceden del Boletin Hidroldgico

No. 36 (SRH, 1975). Campos—Aranda (2014) verificé la calidad

and 31 for distributions GEV, GLO, and GPA. The graph for
quantities indicates, on the horizontal axis, the value of the data
observed X =x,=..=x, and on the vertical, the value estimated
using the reverse solution of the PDF using equations 18, 26,
and 32 for functions GEV, GLO, and GPA, and the empirical
probability, estimated using equation 48. In sum, the coordinates

for x and y of each diagram are (Coles, 2001):

Probabilidades {[;,F(x,-)}i = 1,2,...,n} (49)
n+1

Cantidades {xi,x[;}i = 1,2,...,n} (50)
n+1

Records processed of annual floods

Among the records for maximum annual discharge (m*s™)

in the hydrometric stations of the Hydrological Region No.
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estadistica de los registros citados y presenta sus momentos y co-
cientes L; ademds expone un mapa con la localizacién de las 21
estaciones hidrométricas y sus cuencas respectivas.

El registro mds corto tiene 19 afios y los mds largos 56, con
valor mediano de 33 afios (Cuadro 2). Los momentos L depu-
rados (1,1) estimados a través de la ecuacién 14 y los cocientes
de momentos calculados con la ecuacién 8 se presentan en el
Cuadro 2.

REsuLTADOS Y DISCUSION
Seleccion de la FDP mads conveniente

Cada registro de crecientes se llevé al diagrama
de cocientes de momentos L depurados (1,1) para
obtener la FDP mds conveniente de acuerdo a sus
valores de cocientes L de asimetria y curtosis (Cuadro
2). Once registros se aproximaron a la funcién PAG,
siete a la LOG y tres pudieran ser representados por
la distribucién GVE (Figura 1) (Cuadro 3).

Error estindar de ajuste

Por medio de sus soluciones inversas de FDP
(ecuaciones 18, 26 y 32) se obtuvieron las estimacio-
nes X, para aplicar la ecuacién 47 del EEA (Cuadro
3, columnas moL).

Con los momentos y cocientes L depurados (1,1)
(Cuadro 2) y las ecuaciones 37 a 45 se obtuvieron
los tres pardmetros de ajuste de las funciones GVE,
LOG y PAG. En seguida, por medio de sus solucio-
nes inversas (ecuaciones 18, 26 y 32) se estimaron
los valores de £; para calcular los respectivos EEA
(Cuadro 3, columnas moLD).

El EEA menor de los seis calculados se identificé
(Cuadro 3, en paréntesis circular) y valores iguales
ocurrieron en los registros de Chinipas y Zopilote,
seleccionando el ajuste que aporté las predicciones
mds grandes (Cuadro 3, en paréntesis rectangular).
Los EEA minimos definidos por las distribuciones
GVE, LOG y PAG coincidieron con las FDP en
once registros (Figura 1): San Francisco, Ixpalino, La
Huerta, Tamazula, Naranjo, Acatitdn, Zopilote, Chi-
co Ruiz, El Bledal, La Tina y Bamicori.

El ajuste de las distribuciones GVE, LOG y PAG
con base en los momentos L depurados (1,1) (Cua-
dro 3, dltimo renglén) es una opcién que puede aba-
tir el £EA del método de momentos L de una ma-
nera sistemdtica, pues esto ocurrié en diez registros.
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10 (Sinaloa; Mexico), 21 have no runoff regime affected by
reservoirs, drastic physical changes or both in their basins, and
they display data of over twenty years in the BANDAS system
(IMTA, 2002). The records in the hydrometric stations Huites
and Guamuchil reach up to the year in which the construction
of the respective reservoir affected its runoff. The data from the
San Francisco station come from the Hydrological Bulletin No.
36 (SRH, 1975). Campos—Aranda (2014) verified the statistical
quality of the records cited and presents the L quotients and
moments, and displays a map with the location of the 21
hydrometric stations and their respective basins.

The shortest record have 19 years old and the longest, 56,
with an average value of 33 years (Table 2). The fitted L moments
(1,1) estimated using equation 14 and the quotients of the

moments calculated with equation 8 are shown in Table 2.
REsuLTS AND DiscussioN
Selection of the most convenient PDF

Each record of floods was taken into the diagram
of quotients of trimmed L moments (1,1) to obtain
the most convenient PDF according to its L quotients
for asymmetry and kurtosis (Table 2). Eleven records
came close to the GPA function, seven to GLO, and
three could be represented with the GEV distribution
(Figure 1) (Table 3).

Standard error of fit

Using the reverse solutions of PDF (equations
18, 26, and 32) the £, estimations were obtained
to apply equation 47 of the SEF (Table 3, columns
molL).

With the trimmed L moments and quotients
(1,1) (Table 2) and equations 37 to 45, the three
fitting parameters were obtained for functions GEV,
GLO, and GPA. Afterwards, using their reverse
solutions (equations 18, 26, and 32) the values of
X, were estimated to calculate the respective SEFs
(Table 3, columns moLD).

The lowest SEF of the six calculated was identified
(Table 3, in circular parentheses) and equal values
occurred in the records for Chinipas and Zopilote,
selecting the adjustment that provided the largest
predictions (Table 3, in rectangular parentheses). The
minimum SEFs defined by distributions GEV, GLO,
and GPA coincided with PDFs in eleven records
(Figure 1): San Francisco, Ixpalino, La Huerta,
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Cuadro 3. Errores estiandar de ajuste (m>s™") obtenidos con los métodos de momentos L y momentos L depurados (1,1), en 21
registros de crecientes anuales de la Regién Hidrolégica No. 10, Sinaloa, México.
Table 3. Standard errors of fit (m3.s') obtained using the L moment and trimmed L moment (1,1) methods in 21 annual flood

records of Hydrological Region No. 10, Sinaloa, Mexico.

Error Estdndar de Ajuste (EEA)*

FDP segtin

No Estacién hidrométrica DCM¢ GVE LOG PAG
molL$ moLD?$ moL moLD moL moLD
1 Huites LOG 979 1101 1061 1099 (834) 875
2 San Francisco PAG 377 232 419 249 302 (200)
3 Santa Cruz LOG (4006) 599 421 564 409 691
4 Jaina GVE 360 285 382 (270) 346 382
5 Palo Dulce GVE 895 1063 922 1056 (866) 1095
6 Ixpalino LOG 346 349 367 (332) 334 432
7 La Huerta PAG 96 111 124 148 (53) 63
8 Chinipas PAG 139 98 154 [98] 126 117
9 Tamazula GVE (145) 189 150 179 147 216
10 Naranjo PAG 156 185 173 193 (127) 132
11 Acatitin LOG 227 219 239 (196) 231 293
12 Guamuchil PAG 235 210 247 (202) 225 245
13 Choix LOG 105 126 110 120 (101) 149
14 Badiraguato PAG 1077 (791) 1130 860 1037 872
15 El Quelite PAG 87 71 98 (69) 74 93
16 Zopilote PAG 48 62 61 81 25 [25]
17 Chico Ruiz PAG 28 30 34 36 (16) 17
18 Fl Bledal LOG 64 72 67 (63) 68 100
19 Pericos LOG 29 26 33 26 (24) 33
20 LaTina PAG 90 116 92 114 (87) 122
21 Bamicori PAG 52 77 57 77 (43) 64
Ntmero de minimos 2 1 0 7 9 2

En paréntesis circular o rectangular su valor minimo de cada estacién. < In circular or rectangular parenthesis the minimum value of

each station.

‘Diagrama de cocientes de momentos. # Diagram of quotients of moments.
SmoL: ajuste por momentos L y moLD: ajuste por momentos L depurados (1,1). % moL: fittings by L moments and moLD: fitting by

trimmed L moments (1,1).

Destaca el ajuste con tal método de la funcién LOG,
el cual mostré los EEA menores en siete registros.
También sobresali6 la distribucién PAG que condujo
a los ajustes mayores en 11 de los 21 registros proce-
sados, nueve de ellos con el método de momentos L.

El resultado dltimo no debe guiar hacia la apli-
cacién exclusiva de tal FDP, ya que en los registros
de Santa Cruz, Palo Dulce, Tamazula, Choix, Badi-
raguato y La Tina, con las otras funciones se obtuvie-
ron FEA minimos, casi iguales, y en varios registros
como: Ixpalino, Chinipas, Guamuchil, El Quelite y
Pericos, se lograron EEA semejantes. Debido a lo an-

terior, se recomienda seguir aplicando bajo precepto
a las distribuciones GVE y LOG.
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Tamazula, Naranjo, Acatitdn, Zopilote, Chico Ruiz,
El Bledal, La Tina, and Bamicori.

The fitting of distributions GEV, GLO, and GPA,
based on the trimmed L moments (1,1) (Table 3, last
line) is an option that can systematically take down
the SEF of the method of L moments, since this took
place in ten records. The fitting using this method
of the GLO function stands out, showing the lowest
SEFs in seven records. The GPA distribution also
stood out, which led to the highest fittings in eleven
of the 21 records processed, nine of them with the
method of L moments.

The final result must not guide to the exclusive
application of such PDE since the records for Santa
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Predicciones obtenidas con el mejor ajuste

Las predicciones con cada uno de los mejores
ajustes en los registros procesados (Cuadro 4, tercera
columna) se obtuvieron segun los resultados moLD
(Cuadro 3). Para el registro de la estacién hidromé-
trica Jaina, el método de momentos L produjo EEA
del orden de 360 m?-s™' con las distribuciones GVE,
LOG y PAG; en cambio, con el procedimiento de los
momentos L depurados (1,1) se logré la reduccién a
270 m’-s! con la funcién LOG. Para este ajuste en
los diagramas de diagndstico respectivos se verificé el
ajuste alcanzado (Figura 2 y 3).

CONCLUSIONES

La motivacién para representar a los datos de
astos mdximos anuales con una consiste e
tos maxim nual n una FDP consiste en

Cruz, Palo Dulce, Tamazula, Choix, Badiraguato,
and La Tina, with the other functions, gave
minimum SEFs, nearly equal, and in several records,
such as Ixpalino, Chinipas, Guamuchil, El Quelite,
and Pericos, similar SEFs were obtained. Due to this,

we recommend the application of under precepts to
the distributions GEV and GLO.

Predictions obtained with the best fit

The predictions with each of the best adjustments
in the records processed (third column in Table 4)
were obtained according to the moLD results (Table
3). For the record of the Jaina hydrometric station,
the method of L moments produced SEF of around
360 m?s! with distributions GEV, GLO, and
GPA; on the other hand, using the procedure of the
trimmed L moments (1,1) this was reduced to 270

Cuadro 4. Predicciones (m* s™") obtenidas con los ajustes mejores en 21 registros de crecientes anuales de la Regién Hidrolégica

No. 10, Sinaloa, México.

Table 4 . Predictions (m>.s) obtained with the best fittings in 21 annual floods records of Hydrological Region No. 10, Sinaloa,

Mexico.
Estacién Periodos de retorno en afios
Noo idromérrica TP Y MA’ 10 25 50 100 500 1000
1 Huites PAG-moL 6710 10 581 14 355 19 056 34919 44 673
2 San Francisco PAG-—moLD 3619 5771 7926 10 673 20 327 26 486
3 Santa Cruz GVE-moL 2104 3258 4410 5883 11118 14 497
4 Jaina LOG-moLD 1990 3365 4967 7317 17 985 26512
5 Palo Dulce PAG-moL 1984 3386 4988 7282 17 183 24 745
6 Ixpalino LOG-moLD 2141 3340 4665 6523 14 340 20125
7 La Huerta PAG-moL 1764 1935 2002 2041 2079 2085
8 Chinipas LOG-moLD 1725 2553 3396 4495 8563 11288
9 Tamazula GVE-moL 1009 1390 1745 2173 3543 4349
10 Naranjo PAG-moL 1449 2183 2815 3522 5506 6534
11 Acatitdn LOG-moLD 1793 2758 3720 4955 9396 12 297
12 Guamuchil LOG-moLD 1365 2167 3042 4258 9262 12 944
13 Choix PAG-moL 683 998 1275 1592 2514 3009
14 Badiraguato GVE-moLD 2691 5510 9584 16776 62319 109 957
15 El Quelite LOG-moLD 1025 1528 2017 2632 4765 6114
16 Zopilote PAG-molLD 787 976 1087 1175 1319 1361
17 Chico Ruiz PAG-moL 429 490 518 537 558 562
18 El Bledal LOG-moLD 555 828 1102 1458 2752 3608
19 Pericos PAG-moL 480 599 676 742 865 906
20 LaTina PAG-moL 239 392 539 722 1335 1709
21 Bamicori PAG-moL 418 610 769 942 1403 1630

"Método de ajuste: moL, por momentos L y moLD, por momentos L depurados (1,1). # method of fitting: moL, by L and moments
and moLD, by L moments and moLD, by trimmed L moments (1,1).
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permitir realizar predicciones confiables o estimacio-
nes de las crecientes de diseno, lo cual depende de la
exactitud del ajuste logrado. Por lo anterior, el £EA es
el elemento bdsico de seleccién.

Los resultados del contraste de las distribuciones
GVE, LOG y PAG, en 21 registros de crecientes
anuales de la Regién Hidrolégica No. 10 (Sinaloa,
México), con los métodos de ajuste de momentos Ly
de momentos L depurados (1,1), destacan la conve-
niencia de aplicar sistemdticamente a la distribucién
PAG, ya que condujo a los EEA menores en once de
las series procesadas. Con la funcién LOG se logran
los EEA menores en siete registros y con la distribu-
ciéon GVE en tres.

El uso del método de momentos L depurados
(1,1), para lograr mejores ajustes de las tres distribu-
ciones aplicadas, permite sugerir su aplicacién siste-
madtica en los andlisis de frecuencia de crecientes, ya
que reduce el EEA en la mitad de los registros pro-
cesados. El ajuste de la distribucién LOG con este
procedimiento destacd, ya que también alcanza EEA
menores, en siete registros.
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Figura 2. Diagrama de probabilidad para el registro de cre-
cientes anuales de la estacién hidrométrica Jaina, con
ajuste de la distribucion LOG (EEA=270 m® - s™").

Figure 2. Diagram of probability for the record of annual
floods in the Jaina hydrometric station, with a fit-
ting distribution GLO (SEF=270 m>s™).
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m’-s”" with the function GLO. For this fitting in the
respective diagnostic diagrams, the fitting reached
was verified (Figures 2 and 3).

CONCLUSIONS

The motivation to represent the maximum annual
discharge data with an PDF consisted in permitting
to carry out reliable predictions or estimations of the
design floods, which depends on the accuracy of the
fitting achieved. Therefore, SEF is the basic selection
element.

The results of the contrast of the distributions
GEV, GLO, and GPA, in 21 annual flood records
of Hydrological Region No. 10 (Sinaloa, Mexico),
along with the methods of fitting L moments and
trimmed L moments (1,1), highlight the convenience
of systematically applying the distribution GPA,
since it led to the lower SEFs in eleven of the series
processed. With the function GLO the lowest SEFs
are obtained in seven records and with the GEV
distribution in three.

The use of the method of trimmed L. moments (1,1)
to achieve better fittings of the three distributions
applied, helps suggest its systematic application in
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Figura 3. Diagrama de cantidades para el registro de crecien-
tes anuales de la estacién hidrométrica Jaina, con
ajuste de la distribucién LOG (EEA=270 m®-s™").

Figure 3. Diagram of quantities for the recording of annual
floods for the Jaina hydrometric station, with a fit-
ting distribution GLO (SEF=270 m?s™").
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